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CONTROL ROBUSTO POR MODELO INTERNO APLICADO COMO LABORATORIO 
VIRTUAL A UN PÉNDULO MOTORIZADO
INTERNAL-MODEL ROBUST CONTROL APPLIED TO A MOTORIZED PENDULUM AS VIRTUAL 
LABORATORY
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Resumen: 
Este trabajo presenta los resultados obtenidos en el análisis y aplica-
ción del método de Control Robusto por Modelo Interno (IMC), en 
el contexto académico, por medio de un laboratorio virtual construi-
do sobre la plataforma EJS (Easy Java Simulations). En el, se abor-
dan los aspectos básicos del método IMC, para sistemas estables. 
La aplicación se realiza sobre una aproximación con un sistema 
real, denominado “PÉNDULO MOTORIZADO’’, péndulo caracteri-
zado por un sistema no- lineal, que para la aplicación es linealizado 
sobre un punto de operación y ejempliﬁ cado en un entorno graﬁ co 
tridimensional, incluyendo dos modos de funcionamiento: genera-
ción de datos, que permiten una posterior identiﬁ cación del siste-
ma dinámico y control IMC, en el que se presenta el controlador 
actuando sobre la planta en mención. El laboratorio virtual reúne 
guías didácticas y simulaciones enfocadas a la comprobación expe-
rimental de robustez del controlador.
Palabras clave: 
Control Robusto, laboratorio virtual, control 
por modelo interno, IMC, EJS.
Abstract: 
This work presents the results of the analy-
sis and application of the robust internal 
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te crear simulaciones dinámicas interacti-
vas en el lenguaje Java” [3], lo cual es ideal 
para un proceso de aprendizaje-enseñanza 
en control, aún más si el tema a tratar es 
de difícil visualización o compromete temas 
avanzados para los cursos de control.
El modelo IMC depende directamente de 
la estructura del sistema y de su modelo 
matemático, de forma que en la primera 
parte del documento se realiza un análisis 
de la planta; posteriormente se presentan 
los bloques funcionales que la componen y 
el modelo aproximado e ideal, las ecuacio-
nes de estado de cada bloque y la linealiza-
ción del “Brazo”; en la tercera parte se da 
la estructura del controlador y el diseño del 
mismo para la aplicación en el péndulo mo-
torizado; y la cuarta parte muestra la plan-
ta como simulación tridimensional en EJS 
como laboratorio virtual, las guías y las dos 
formas de uso; ﬁ nalmente, se relacionan las 
pruebas de robustez efectuadas y la com-
paración general del controlador propuesto 
versus el modelo de control de MRAC [4].
1.1. Planta
La denominada planta péndulo motorizado 
está constituida por un péndulo rígido aco-
plado a un motor, con un juego de hélices 
en su extremo que en combinación con el 
motor brindan un desplazamiento de aire, 
y su interacción, una fuerza generalizada 
que consigue desplazar el péndulo rígido 
angularmente con respecto a su origen, 
como se presenta en la Figura 1. El modelo 
del péndulo motorizado se obtiene por dos 
métodos: uno ideal y uno analítico que re-
úne los bloques funcionales presentados en 
la Figura 2; estos bloques se relacionan a 
continuación con su respectiva función de 
transferencia y su representación en espa-
cio de estado.
model control method (IMC), in the aca-
demic context, by means of a virtual labo-
ratory constructed over the EJS platform 
(Easy Java Simulations). In this laboratory, 
the basic aspects of the IMC method are 
approached for the case of stable systems. 
The application is performed on a real-
system-based approximation named “MO-
TORIZED PENDULUM”. This Pendulum 
is characterized by a non-linear system 
that, for the purposes of this application, is 
made linear at a point of operation and then 
exempliﬁ ed in a graphical three-dimensio-
nal environment, including two operation 
modes: 1) generation of information, which 
allows a later identiﬁ cation of the dynamic 
system and 2) IMC control, where the con-
troller appears acting on the plant. The vir-
tual laboratory gathers didactic guides and 
simulations focused on the experimental 
checking of the controller’s robustness.
Key Words: 
Robust Control, virtual Laboratory, Internal 
Model Control, EJS.
1. Introducción 
En la educación en control se contemplan 
múltiples aspectos teóricos y prácticos para 
los cuales existen herramientas diversas en 
el entorno académico. “Estas herramientas 
se pueden utilizar para mostrar concep-
tos, proporcionar nuevas perspectivas de 
un problema y para ilustrar cuestiones de 
análisis y diseño. A estas herramientas las 
denominamos Sistemas o laboratorios vir-
tuales interactivos” [2]. Este trabajo pre-
senta el análisis y la estructura fundamen-
tal del Control Robusto por Modelo Interno 
(IMC), así como la aplicación del mismo en 
Easy Java Simulations, que, como lo expre-
sa su autor, “es una herramienta que permi-
En la educación 
en control se con-
templan múltiples 
aspectos teóricos 
y prácticos para 
los cuales existen 
herramientas 
diversas en el en-
torno académico. 
“Estas herramien-
tas se pueden 
utilizar para 
mostrar conceptos, 
proporcionar nue-
vas perspectivas 
de un problema 
y para ilustrar 
cuestiones de 
análisis y diseño”
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1.2. Bloque Motor
Este bloque está constituido por un motor 
de corriente continua (dc), y la función de 
transferencia en el dominio de la frecuencia 
representa el torque con respecto al voltaje 
aplicado, como se muestra en la función de 
transferencia (ecuación 1) y la representa-
ción en espacio de estado (ecuación 2). La 
Figura 3 muestra el diagrama eléctrico del 
motor dc [1] que sirvió de base para deter-
minar la función de transferencia y la repre-
sentación en espacio de estado anteriormen-
te relacionado.
1.3. Bloque de hélices
La función de transferencia relaciona el án-
gulo con respecto al torque generalizado, 
como se muestra en la ecuación (3), y su re-
presentación en espacio de estado, como se 
presenta en la ecuación (4):
Figura 1. Variables relacionadas con la planta.
Figura 2.  Diagrama de bloques del péndulo 
 motorizado.
Figura 3. Diagrama eléctrico motor dc
 Inercia  =  J
 Fricción  =  b
 HÉLICES
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2. Modelo del brazo
Para el modelo del brazo se han de conside-
rar las variables dadas en la Figura 1 y ba-
sarse en el sistema no lineal propuesto en 
Keithicus [4], y con estas ecuaciones se ob-
tiene el punto de operación y su valor, como 
se presenta en (6):
 
Con (6) se realiza la linealización y se pre-
senta en (7):
 
Una vez linealizado, se representa en espa-
cio de estado, como se muestra en (8), por 
tanto, el modelo empleado en el bloque de-
nominado brazo será el modelo linealizado.
 
2.1. Estructura del controlador
En la Figura 4 se muestra la estructura del 
controlador por modelo interno presentan-
do (para ampliar, consultar en [11] y [8]), 
la planta g y el controlador gc, la entrada 
de perturbación d, la excitación del siste-
ma yd, la señal de error e y el esfuerzo de 
control u.
Figura 4. Estructura del controlador IMC.
La salida del sistema Y está relacionada en 
(9) y se pretende expresar como (10):
 
Si se incluye en (10) la perturbación, es po-
sible expresarla como (11) y el esfuerzo de 
control, como se presenta en (12):
Esto si la perturbación y el modelo de la 
planta son exactos; sin embargo, y por lo ge-
neral, esto no ocurre y se trabaja sobre un 
modelo aproximado, por lo que podría darse 
la relación de perturbación dˆ  y la planta g~,
como se muestra en (13). Asumiendo c = 
1/g, el esfuerzo de control estará dado como 
se presenta en (14):
  
Teniendo en cuenta las ecuaciones del esfuer-
zo de control y perturbación, aproximadas al 
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modelo, es posible redeﬁ nir el diagrama de 
bloque de la Figura 4, como se presenta en 
la Figura 5, y deﬁ nir el error como en (15):
pleja (s) y permite mantener la mencionada 
propiedad.
 
2.2. Diseño del controlador
El diseño del controlador se basa en el mo-
delo de la planta (como ya ha sido referen-
ciado en la subsección anterior), y el método 
IMC es variado y posee diversos matices en 
su aplicación, por lo que es importante rea-
lizar un veriﬁ cación de estabilidad con el ﬁ n 
de aplicar el método que esté acorde con el 
sistema y determinar en su función de trans-
ferencia las partes invertibles y las no inver-
tibles, proceso que depende en gran medida 
de la ubicación de polos y ceros, puesto que 
al invertir la función de transferencia los po-
los se convertirán en ceros y viceversa, de-
terminando la estabilidad del sistema. En la 
Figura 6 se muestra la ubicación de polos y 
ceros de la ecuación (5) después de ser li-
nealizada. En esta se observa que los polos 
están ubicados en el semiplano izquierdo del 
plano complejo, y, por tanto, en una región 
de estabilidad. La función de transferencia 
( )
Figura 5. Redefinición del controlador IMC.
Considerando que el sistema es lineal, se 
podría nuevamente redeﬁ nir como en la Fi-
gura 6; y debido a la mencionada linealidad 
y a la conﬁ guración de esta ﬁ gura, es posible 
reducir el bloque junto con el punto suma y 
expresarlo como gc y su respectiva igualdad, 
como se presenta en (16).
 
Donde g~  representa también la parte inver-
tible (g+) y la no invertible (g-) de la ecua-
ción (para profundizar en este concepto, 
véase [10] y [11]), como se muestra en (17). 
Es importante aclarar que la parte invertible 
o no invertible de la función de transferencia 
del modelo está relacionada con la ubicación 
de los polos y los ceros de la planta, y que 
se debe respetar y mantener la función de 
transferencia, como una fracción propia, así 
que en los casos en que el número de ceros 
con relación al número de polos sea menor 
y, a su vez, sea invertible, es necesario adi-
cionar un ﬁ ltro, como el de (18), el cual se 
presenta en función de la frecuencia com-
Figura 6. Ubicación de polos del sistema 
 linealizado.
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presentada en (5) se puede presentar como 
en (19), y es la parte invertible del brazo; la 
parte no invertible será dada por q- = 1.
Como (19) es impropia, se debe incluir el ﬁ l-
tro presentado en (20), y qtotal será dada por 
qtotal = qf , donde q será dada por g~, por lo que 
qtotal será como se ve en (21):
Sustituyendo (18) en (21) y remplazando 
(16), se obtiene la función de transferencia 
para el controlador, como se presenta en 
(22):
 
Además que esta ecuación será dada de for-
ma simpliﬁ cada por (23) y en espacio de es-
tado, como se presenta en (25), de acuerdo 
con (24), con C1 como variable de estado:
Para un sistema SISO estable, como el del 
diagrama de bloques de la Figura 4.
2.3. Resultados
La planta básica está recreada en función de 
la dinámica del sistema, misma que se des-
cribe en la primera sección por medio de las 
ecuaciones de estado y funciones de transfe-
rencia. Esta sección corresponde a la cons-
trucción de las simulaciones y el ensamble 
como laboratorio virtual, el cual incluye dos 
áreas de trabajo: la primera sirve para la 
toma de datos y la modiﬁ cación de los pará-
metros de la planta; esto será útil para reali-
zar la identiﬁ cación, y la otra servirá para la 
comprobación experimental de la robustez 
del controlador. En la Figura 7 se presenta 
la ventana principal de la simulación 3D y en 
ella se presentan dos vínculos para los mo-
dos de operación ya mencionados:
Figura 7. Ventana principal de la simulación.
2.3.1. Controlador IMC para el Péndulo Motori-
zado en EJS
El usuario despliega la imagen tridimensio-
nal de la planta y esta puede ser observada 
en diferentes ángulos, manteniendo la es-
 Revista Visión Electrónica Año 5 No. 1 pp. 77 - 88  Enero - Junio de 2011 83
CONTROL ROBUSTO POR MODELO INTERNO APLICADO COMO LABORATORIO VIRTUAL A UN PENDULO MOTORIZADO
tructura física de la planta real. También es 
posible realizar experimentalmente pruebas 
de robustez del controlador variando los pa-
rámetros de la planta y observando cómo se 
comporta en términos de sus señales y de 
su construcción física. Se presentan gráﬁ ca-
mente y se generan los vectores de datos de 
respuesta de: hélices, motor, IMC (contro-
lador en el tiempo) y en tercera dimensión 
(3D) de la planta.
2.3.2. Pruebas de Robustez
Las pruebas de robustez para el laboratorio 
virtual se pueden realizar de dos formas: de 
modo experimental y de modo analítico. Ex-
perimentalmente se realiza cambiando pará-
metros físicos de la planta, lo cual equivale a 
“cambiar” la planta por otra de característi-
cas similares, de manera que un controlador 
dado, diseñado con medios convencionales, 
podría presentar problemas de estabilidad 
y de velocidad de respuesta, entre otros. El 
método IMC muestra una respuesta ante la 
modiﬁ cación de los parámetros de funciona-
miento para la planta, en lo que se reﬁ ere al 
mantenimiento de la acción de control sobre 
el sistema (Figura 8). Para estas pruebas ex-
perimentales es posible veriﬁ car en el labo-
ratorio virtual: desempeño del seguimiento 
(reducir el error de seguimiento), rechazo 
a perturbaciones (reducir la salida y entra-
da de perturbaciones), sensibilidad ante los 
errores en el modelado (reducir la sensibi-
lidad).
Para la prueba de desempeño de seguimien-
to se presenta el sistema simulado de la Fi-
gura 9, sin controlador y con una entrada de 
perturbación, y en la Figura 10 se incluye el 
controlador, con sobrepicos, típicos de un 
sistema lineal, que se mantienen por debajo 
del 15% de la referencia (con controlador), 
lo cual presenta un desempeño adecuado, 
pues tiene seguimiento del nivel de referen-
cia pretendido y no se sale del margen de 
control.
Figura 8. Respuesta del controlador ante 
 tres variaciones de los parámetros 
 del controlador.
Como el método de control se basa en el mo-
delo de una planta especíﬁ ca, hay que consi-
derar que el modelo no es exacto, solo una 
aproximación a la dinámica real de la planta. 
La diferencia entre la dinámica de la planta 
real y la dinámica de un modelo se denomi-
na “Error de modelamiento”. Los errores 
de modelado ocurren por alguna de las ra-
zones siguientes: características no lineales 
de la planta no consideradas; características 
de la planta en alta frecuencia no considera-
das; precisión de los parámetros insuﬁ cien-
temente buena; características de la planta 
que cambian con el tiempo.
Las respuestas ante las variaciones en los pa-
rámetros permiten probar la sensibilidad del 
controlador a los errores o imprecisiones de 
modelado, y una de las formas de realizar la 
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prueba es manipulando en la simulación los 
parámetros del sistema. Esto quiere decir 
que cambios como la masa del brazo, el tama-
ño de las hélices u otras modiﬁ caciones per-
mitirían realizar la prueba. Como el propósito 
es permitir al usuario de la simulación reali-
zar estas pruebas, las ventanas emergentes 
de la simulación dejan modiﬁ car cada uno de 
los parámetros del diagrama de bloques an-
teriormente presentado. Cambiando los pará-
metros de masa del brazo, se observa que el 
sobrepaso no supera el 10%, lo cual es acep-
table para un sistema de primer orden. Para 
esta prueba, la ubicación de los polos del sis-
tema se mantiene en el semiplano izquierdo, 
lo que implica estabilidad, y se observa que la 
acción de control IMC se mantiene, mostran-
do una baja sensibilidad a los cambios.
2.3.3. Comparación con MRAC
El MRAC (Model Reference Adaptative Con-
trol) presentado en la Figura 11 (para profun-
dizar en el modelo, consúltese [4], donde se 
presenta la teoría y resultados de la aplicación 
del controlador MRAC, y para la teoría gene-
ral consúltese [8]) imita la respuesta ideal por 
medio de un controlador de lazo cerrado, con 
parámetros que se pueden actualizar para 
cambiar la respuesta del sistema y que esta 
coincida con la del modelo deseado, de for-
ma que se cumpla error = YPlant -Ymodel ⇒  0. 
En el documento original, con el que se pre-
tende comparar la respuesta del IMC para el 
péndulo motorizado, utiliza la regla MIT en la 
que el diseñador elige: modelo de referencia, 
estructura de control y ganancias para el me-
canismo de ajuste de sintonía.
Para que el error se mantenga como se ex-
presó anteriormente, se debe elegir una fun-
Figura 9. Respuesta a la perturbación 
  sin controlador.
Figura 10.  Respuesta a la perturbación   
 con controlador.
Figura 11.  MRAC modelo en diagrama   
 de bloques.
Parámetros del Controlador
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ción de costo J (θ), donde θ es el parámetro 
que se adaptará dentro de la función. La fun-
ción de costo empleada en Keithicus [4] es:
 
“Para saber cómo actualizar el parámetro θ, 
la ecuación (27) tiene que ser formada por 
la variación de θ. Si el objetivo es reducir al 
mínimo este costo en relación con el error, 
es razonable que se muevan en la dirección 
del gradiente negativo de J. Este cambio en J 
se supone que es proporcional al cambio en 
θ. Así, el derivada de theta es igual a la varia-
ción negativa en J” [4]. El resultado para la 
función de costo elegida anteriormente es:
  
La regla del MIT es fundamental para la 
naturaleza adaptativa del controlador ∂e/∂θ 
de la ecuación anterior. Es el término de la 
derivada parcial del error con respecto a 
theta. Esto determina cómo se actualizará θ. 
Es posible emplear un sistema como el de 
la Figura 12, el cual permite la inclusión del 
parámetro a actualizar para el método adap-
tativo y que mantendría la ecuación de trans-
ferencia (28):
  
La constante k para esta planta se descono-
ce; sin embargo, se puede formar un mode-
lo de referencia con un valor deseado de k, 
y la respuesta de la planta se puede forzar 
mediante la adaptación de una ganancia “de 
realimentación hacia adelante”, para que 
coincida con el modelo. El modelo de refe-
rencia seleccionado se multiplica por una 
constante k0 deseada (29):
  
Con el modelo de función de costo presenta-
do anteriormente y la derivada del error con 
respecto a θ, el error se expresa en términos 
de la función de transferencia multiplicada 
por la entrada, como en (30):
  
Finalmente, se aplica la regla MIT para dar 
la expresión de la actualización de θ y las 
constantes de k y k0 son combinadas en ɣ; 
esto se presenta en (31):
  
2.3.4. Características de la planta para la simu-
lación
Para la aplicación de MRAC se emplea el 
modelo de la Figura 1 y la ecuación (5), sin 
linealizar, con valores de J = 1; d1 = 1,89; c = 
0,0389, y mgdc = 10,77, tomados de Keithi-
cus [5]. Así como la estructura presentada 
en la subsección anterior, al evaluar la ecua-
ción del error presentada en (30), se obtie-
ne para los datos numéricos del ejemplo la 
ecuación (32):
Figura 12.  MRAC modelo en diagrama   
 de bloques.
  
que también puede ser presentada como:
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El error puede presentarse con la inclusión 
de los términos adaptativos, tomando la de-
rivada del error con respecto a θ1 y θ2, como 
se presenta en (33):
 
La derivada de sensibilidad obtenida con-
tiene los parámetros para la planta. En el 
diseño con MRAC se asume que las carac-
terísticas de la planta no son absolutamente 
conocidas. Sin embargo, el objetivo es dar 
una aproximación al modelo con respecto a 
la planta. Si este es cercano a la planta, las 
características del modelo pueden ser subs-
tituidas por las características de la planta, 
dando las derivadas de sensibilidad, como 
las de (34):
 
Entonces, aplicando la regla, la actualización 
de las reglas para cada θ puede ser realizada. 
El diagrama de bloques para el sistema se 
muestra en la Figura 13. Note que la entrada 
de la planta y la salida son ﬁ ltradas antes de 
ser multiplicadas por el error y por ɣ.
La respuesta de la planta no concuerda con 
el modelo de referencia inicialmente. De 
hecho, tiene un comportamiento inestable 
(para más información, véase Keithicus [5]). 
Esta inestabilidad se debe al uso del sistema 
no lineal propuesto, que para ciertas regio-
nes es inestable en valores próximos al lazo 
cerrado. La respuesta del sistema de la Figu-
ra 14 se presenta en la Figura 15.
La Figura 15 presenta la respuesta del siste-
ma con valores de ɣ diferentes. Y como se 
Figura 13.  MRAC modelo en diagrama 
  de bloques para la aplicación.
Figura 14. MRAC aplicado para la simulación [5]
Figura 15.  Respuesta del MRAC simulado [5]
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puede observar con el incremento, la res-
puesta del sistema es más rápida, pero con 
la amenaza de ir a puntos de inestabilidad. 
Valores pequeños de ɣ generan respuestas 
más largas, pero menos inestables.
2.3.5. Respuesta IMC para comparación
Para efectos de la comparación entre los mé-
todos expuestos, se emplean los siguientes 
valores: J = 1; d1= 1,89; c = 0,0389, y mgdc 
= 10,77. Valores que también se emplean 
en la aplicación en MRAC [5]. (Los resul-
tados para un posicionamiento angular de 
20°, en la simulación realizada en EJS [9], 
se presentan con las siguientes característi-
cas: la variación de voltaje para el esímulo 
de las hélices está entre 0 y 1,5 V, que para 
un posicionamiento de 20° equivale a 0,360 
V). La respuesta en el tiempo (Simulink) se 
observa en la Figura 16 y la respuesta en 
EJS, en la Figura 17. (La escala relacionada 
en la simulación es 10:1, entre los resultados 
presentados con MRAC e IMC). 
Figura 16b.  Respuesta del IMC en EJS.Figura 16a.  Respuesta para 20°. 
Figura 17b.  Respuesta del IMC en EJS.Figura 17a.  Respuesta para 20°. 
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3. Conclusiones
 
La aplicación del método de control IMC en el 
péndulo motorizado ejempliﬁ ca los resultados 
que se deben obtener en la implementación 
del controlador y brinda una guía conceptual 
y práctica por medio del laboratorio virtual 
creado para la simulación, lo cual sirve como 
base experimental en aplicaciones reales. 
También el modelo de control robusto IMC, 
aquí expuesto, presenta una forma simple de 
interpretar el modelo de control enfocado a 
sistemas estables y permite una respuesta 
robusta ante variaciones de los parámetros 
ﬁ jos de la planta. Son de gran interés los re-
sultados de cada uno de los métodos, puesto 
que los dos mantienen de forma similar en el 
período transiente un comportamiento osci-
lante, eso debido a la baja fricción; sin embar-
go, el controlador IMC diseñado muestra una 
tendencia a estabilizarse más rápidamente, 
en comparación con MRAC, en buena medi-
da por tratarse de un modelo linealizado en la 
aplicación. Otro de los aspectos relevantes de 
la comparación es el costo computacional de 
cada uno de los modelos. Dado que el IMC 
responde a una ecuación recursiva y no es 
adaptable, implica un menor costo computa-
cional y mayor viabilidad en la aplicación real, 
mientras que el MRAC, por su complejo mo-
delo, implica mayores recursos computacio-
nales que permitan realizar el ajuste de sus 
parámetros de adaptabilidad.
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